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Абстракт. В работе рассматривается задача построения оптимальных 

регуляторов и фильтров для линейно-квадратичной гауссовой (ЛКГ) задачи в 

установившимся режиме. Для нахождения управляющего воздействия решается две 

задачи – линейно-квадратичная детерминированная задача и линейно-квадратичное 

гауссовое оценивание, получаемое фильтром Калмана-Бьюси. В обоих случаях 

коэффициенты детерминированного регулятора и фильтра находятся с помощью 

положительно-определенных решений соответствующих матричных алгебраических 

уравнений Риккати. 

   Ключевые слова. ЛКГ задача, детерминированный регулятор, оптимальный 

фильтр Калмана-Бьюси, матричные алгебраические уравнения Риккати, 

установившейся режим. 
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1. Введение.  

Как известно [2, 22, 12], что решение многих задач техники, экономики, 

нефтедобычи, робототехники и др. сходятся к решению линейно-

квадратичной гауссовой задачи на бесконечном интервале времени (принцип 

стохастической эквивалентности) [8, 10]. Несмотря на то, что эти задачи на 

бесконечном интервале времени подробно описаны для непрерывного случая 

[5], в дискретном случае такие результаты не получены. В данной заметке 

рассматривается дискретный вариант ЛКГ задачи на бесконечном интервале 

времен и, в котором решение этой задачи сводится к нахождению 

положительно определенных решений двух матричных алгебраических 

уравнений Риккати.   
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2. Постановка задачи.  

Рассмотрим следующую дискретную ЛКГ задачу. Пусть движение 

объекта описывается уравнение  

,       (1)    

и во временном состоянии i  проводится измерения iz , которые линейно 

связаны с состоянием траектории ix   

      (2) 

где i  - вектор случайных внешних возмущений, а i - вектор случайных 

погрешностей измерений, которые предполагаются гауссовыми случайными 

величинами типа «белый шум». Кроме того, как в [8] математические 

ожидания для случайных величин 0x , i  
и i  имеют вид 

                (3) 

а корреляционные матрицы определены в виде 

                              (4) 

,                 (5) 

Требуется найти такое управляющее воздействие iu  как функция от 

наблюдения iz , которое минимизирует квадратичный функционал 

      (6) 

Отметим, что непрерывный случай аналогичной ЛКГ задачи решен в 

работе [5].  

 

3. Решение задачи.  

Решение дискретной ЛКГ задачи (1)-(6) будем искать в виде  

                                   (7) 

где C  матричный коэффициент, а  решение системы обратной связи 

алгебраических матричных уравнений Риккати 

       (8) 

                   (9) 
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Далее отметим, что K  является матричный коэффициент, а  - решение 

следующей системы алгебраических матричных уравнений Риккати 

 

        (10) 

             (11) 

        (12) 

Действительно, подставляя (10) в (12) получим  

 

 

Затем полученное это выражение для P  подставляя в (11) имеем 

следующее матричное алгебраическое уравнение Риккати относительно M  

        (13) 

Далее, решая уравнения (9) и (13) относительно S и M , а после этого  

находим C  и K . После определения iu  используя фильтра Калмана-Бьюси 

[3] мы можем найти оценку ix̂  в виде  

      (14) 

      (15) 

Подставив (15) в (14) имеем 

 

 

 

Другими словами, для оценки имеем 

   (16) 

Учитывая (7) в (1) получим 

       (17) 

а из (16) 

= 
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   (18) 

Далее, перепишем (1) и (18) в следующем виде: 

     (19) 

   (20) 

и отсюда получим следующую замкнутую систему разностных уравнений  

  

  (21) 

Нетрудно видеть что характеристический определитель )(z  

замкнутой системы (21) запишется в виде  

 

 

 

    (22) 

Здесь задача состоит в том, что следует найти C  и K  таким образом, 

чтобы замкнутая система была асимптотически устойчива. Другими словами, 

корни z  уравнения 0)(  z  должны лежать внутри единичного круга, где 

это обеспечиваются с выбором положительно определенных решений 

уравнения S и M из (9) и (13) соответственно [5]. 

4. Алгоритм нахождение оптимальной оценки.  

Как показано выше, решение ЛКГ задачи (1)-(6) находится с помощью 

соотношений (7) и (14)-(15). Здесь основным является нахождение 

матричных коэффициентов C  и K  из (8)-(12). Для получения значений этих 

матриц необходимо найти положительно-определенных решений [5, 8] 

матричных алгебраических уравнений Риккати (9) и (13) и существуют 

различные алгоритмы [1, 2, 4, 6, 7, 9]. Сейчас приведем алгоритм для 

решения (1)-(6) и нахождения оценки ix̂ . 

Алгоритм. 

1. Формируются матрицы , , , , , , , . 

2. Решается МАУР (9) и находится положительно-определенное 

решение - матрица S . 
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3.  Решается МАУР (13) и находится положительно-определенное 

решение – матрица M . 

4. Формируются матрицы C  из (8) и K  из (10). 

5. Определяется оптимальная оценка ix̂
 

из (16) и оптимальный 

регулятор iu из (7). 

Как видно из алгоритма, центральным местом в этом методе является 

нахождение положительно-определенных решений МАУР, для которых 

существуют многочисленные методы вычислительные алгоритмы [1,2, 4-7] и 

используя их можно найти решение МАУР из пункта 2 и 3. 

Заключение. С помощью положительно-определенных решений двух 

матричных уравнений Риккати восстанавливается коэффициенты регулятора 

обратной связи и фильтра Калмана-Бьюси. Приводится вычислительный 

алгоритм.   
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Absract. The paper considers the problem of constructing optimal controllers and filters for 

a linear-quadratic Gaussian (LQG) problem in steady state. To find the control action, two 

problems are solved - a linear-quadratic deterministic problem and a linear-quadratic 

Gaussian estimation obtained by the Kalman-Bucy filter. In both cases, the coefficients of 

the deterministic controller and filter are found using positive-definite solutions of the 

corresponding matrix algebraic Riccati equations. 
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